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UNIVERSITÉ DE GABÈS A.U. : 2015-2016

Corrigé succint de l’Examen : Introduction au calcul stochastique

Exercice 1 : Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N vérifiant: ∀k ≥ 1,

P[X ≥ k] = pk−1; 0 < p < 1

et Y une variable aléatoire réelle telle que

E[1[Y >t]|X] = e−tX ; t ∈ R⋆
+.

1. Soit k ≥ 1, on a P[X = k] = P[Y ≥ k]− P[Y ≥ k + 1] = pk(1− p)

2. On a ∀t ∈ R+, 0 < pe−t < 1,

FY (t) = 1− P[Y > t] = 1− E[E[1{Y >t}|X]] = 1− E[e−tX ] = 1− e−t(1− p)

1− pe−t
.

Si t ∈ R−, FY (t) = 0 car P[Y > 0] = limn E[E[1{Y > 1
n
}|X]] = limn E[e−

X
n ] = 0. Donc

FY est C1 par morceaux, ce qui implique que Y admet la densité

fY (t) =
dFY

dt
(t) =

(1− p)e−t

1− pe−t2
1{t>0}.

B- Soit f une fonction mesurable telle que f(X2) ∈ L1, on a

E[X3f(X2)] =
1√
2π

∫
R
x3f(x2)e−

x2

2 dx = 0.

Ainsi, E[X3|X2] = 0, P− p.s.
C- 1- Par récurrence : on utilise le fait que

P[T > kN ] = P[T > kN, T > (k − 1)N ]

= E[1{T>kN} 1{T>(k−1)N}]

= E[E[1{T>kN}|F(k−1)N ] 1{T>(k−1)N}]

< (1− ϵ)P[T > (k − 1)N ]

< (1− ϵ)k.



2- On a {T = 0} ∈ F0 donc T = 0 ou T > 0
- Si T = 0, E[T ] = 0
-Si T > 0, on a

E[T ] =
∑
x

xP[X = x]

≤ N
∑
k≥1

∑
(k−1)N<x≤kN

kP[T > (k − 1)N ]

≤ N2
∑
k≥1

k(1− ϵ)k−1 < ∞

Exercice 2 : Soientt X = (Xn)n≥0 et Y = (Yn)n≥0 deux Fn-martingales et τ un Fn-
temps d’arrêt fini p.s. On définit le processus U = (Un)n≥0 par

Un = Xn1τ≥n + Yn1τ<n.

1. Les condition de mesurablilité et d’integrabilité sont vérifiées, et on a {τ ≥ n+1} =
{τ > n} ∈ Fn, d’où pour tout n, on a

E[Un+1|Fn] = 1{τ>n}Xn + 1{τ≤n}Yn

= 1{τ>n}Xn + 1{τ<n}Yn + 1{τ=n}Yn

= 1{τ>n}Xn + 1{τ<n}Yn + 1{τ=n}Xn = Un. p.s

D’où le résultat.

2. Comme τ < ∞ p.s., on a 0 < P(Xτ ̸= Yτ ) =
∑

n≥0 P({Xn ̸= Yn} ∩ {τ = n}) alors il
existe n ≥ 0 tel que P({Xn ̸= Yn} ∩ {τ = n}) > 0.

3. Si U est une martingale, on a E[Un+11{τ=n}|Fn] = 1{τ=n}Un = 1{τ=n}Xn p.s.

D autre part, Un+11{τ=n} = Yn+11{τ=n} p.s., ainsi P[Xn = Yn, τ = n] = 1, ce qui
implique que Xτ = Yτ P−p.s.

B- Non, E[Sν ] = 1 ̸= E[S1].

Exercice 3 :

1. Il suffit de montrer le résultat pour A = 1{X0=a0, ...,Xn=an} (avec an = x)

2. On a pour tout A ∈ Fτ , A ∩ {τ = n} ∈ F0
n

P[A∩{Xτ+1 = x1; ...; Xτ+m = xm}|Dτ
x] =

∑
n≥0

P[A∩{τ = n}∩{Xn+1 = x1; ...; Xn+m = xm}|Dτ
x].

Le résultat est donc obtenu en utilisant la question précedente.

3. Soient τx = inf{n ≥ 1; Xn = x}; Nx = {
∑

n≥1 1Xn=x} et pour tout k ≥ 2;

τ kx = inf{n > τ k−1
x ; Xn = x}.

a- Par récurrence
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b- On a

Px[τ 2x = τx + n|Tx < ∞] = Px[Xτx+1 ̸= x, ..., Xτx+n−1 ̸= x, Xτx+n = x|τx < ∞]

= Px[Xτx+1 ̸= x, ..., Xτx+n−1 ̸= x|τx < ∞, Xτx+n = x]

= Px[X1 ̸= x, ..., Xn−1 ̸= x, Xn = x]

= Px[τx = n]

c- On a Px[τ 2x < ∞] = Px[τ 2x < ∞|τx < ∞]Px[τx < ∞] = Px[τx < ∞]2

4. a- On a Px[Nx ≥ 2] = Px[τx < ∞]2, et on obtient le resultat par itération.

b- Si τx < ∞; Px − p.s. alors Px[Nx ≥ k] = 1, ∀k. Le résultat est donc obtenu par
passage à la limite.
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