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Corrigé succint de ’Examen : Introduction au calcul stochastique

Exercice 1 : Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N vérifiant: V& > 1,
PIX>kl=p"" 0<p<1
et Y une variable aléatoire réelle telle que
E[lysq|X] ="t € RY.
L. Soit k> 1, onaPX =k|=P)Y > k| -P[Y > k+1] =p*(1 —p)

2. OnaVteR,, 0<pet <1,

F(t)=1-PY > ] = 1-E[E[ly-y/X]] =1 ~Efe¥] =1 - el_tf—p_ef).

SiteR_, Fy(t) =0 car PY > 0] = lim, E[E[ly.1,|X]] = lim, E[e~*] = 0. Donc
Fy est C' par morceaux, ce qui implique que Y admet la densité

dFy (1—pe!
- -

t 1 .
fY( ) dt 1 o pe,tQ {t>0}

B- Soit f une fonction mesurable telle que f(X?) € L', on a

E[X?f(X?)] = \/%_W/Rx?’f(ﬁ)ex;dx = 0.

Ainsi, E[X?|X?] =0, P — p.s.
C- 1- Par récurrence : on utilise le fait que

P[T > kN] = P[T > kN,T > (k- 1)N]
E[lirsiny Lirs@-1)n3y]

EE[L{rsiny | Fr—1)n] Lirsk-1)ny]
(1—OP[T > (k- 1)N]
(1—e)".

TANAN



2-Ona{l'=0}eFydoncT =00uTl >0
SSiT=0,E[T] =0
-SiT >0, o0n a

E[T] = ZmIP’X:
< NZ > KP[T > (k—1)N]

k>1 (k—1)N<z<kN

< N?) k(1

k>1

Exercice 2 : Soientt X = (X,),5, et Y = (Y,),5, deux F,-martingales et 7 un F,-
temps d’arrét fini p.s. On définit le processus U = (Uy,),,, par

Un = Xn]-TZn + Yn17'<n-

1. Les condition de mesurablilité et d’integrabilité sont vérifiées, et on a {Tr > n+1} =
{r >n} € F,, d’ott pour tout n, on a

ElUnn|Fo] = LpomXo + Liran YV
= 1{T>n}Xn + 1{7—<n}Yn + 1{72”}Yn
1{T>n}Xn + 1{T<n}Yn + 1{T:”}X" = Un.p.s

D’ou le résultat.

2. Comme 7 < 0o p.s.,onal<P(X,#Y,) =

ns0 P X # Yo} N {7 =n}) alors il
existe n > 0 tel que P({X,, # Y, } n{r =n}) > 0.

3. Si U est une martingale, on a E[Up111{—n}|Fon] = Lp=nyUn = L=y Xy p.s.

D autre part, Ups1liz=n} = Yni1l{r=ny p.s., ainsi P[X,, = Y,,, 7 = n] = 1, ce qui
implique que X, =Y, P—p.s.

B- Non, E[S,] = 1 # E[S].

Exercice 3 :

1. 11 suffit de montrer le résultat pour A = 1ix,—a,,..., X,=an} (aVeC @, = )

2. On a pour tout A € F,, AN{r=n} e F°

PIAN{ X o1 = 21505 Xoym = 2} D} = Y PIAN{T = n}{Xpi1 = 215 i X = 2} D],
n>0

Le résultat est donc obtenu en utilisant la question précedente.

3. Soient 7, = inf{n > 1; X, = z}; N, = {}_,5 Ix,=} et pour tout k > 2;

* =inf{n > 71 X, =z}.

a- Par récurrence



P*[72 = 7, + n|T, < ]

P X i1 @y ey, X1 # Ty Xopin = Z| T < 0]
P*X, 11 7£ Ty oy Xopino1 # x| < 00, X1 = 7]
PXy #ay o, Xy # 2, X, = 1

Pr, = ]

On a P*[12 < oo = P*[12 < oo|7, < o0]P*[1, < o0] = P*[r, < o0’

On a P?[N, > 2] = P*[r, < oc]®, et on obtient le resultat par itération.
Si T, < 00; P* —p.s. alors P*[N, > k| = 1, Vk. Le résultat est donc obtenu par

passage a la limite.



